MIRELA PIRVU

K

G

INEEAI-IT;é'!'I MATEMATICE

provocari in utilizarea programei scolare

s

(x
B R R TR I
nd = 3
* +'r;65+---+;l.3
n

Editura Cartea Vranceana
ISBN 978-606-95212-2-9

2021




MIRELA PiRVU

INEGALITATI MATEMATICE

provocari in utilizarea programei scolare

2021



MIRELA PIRVU

INEGALITATI MATEMATICE: provociri in utilizarea programei scolare
ISBN 978-606-95212-2-9

EDITURA CARTEA VRANCEANA

Casa Corpului Didactic ”Simion Mehedinti” Vrancea

Str. Eroilor, nr.2, Focsani, Vrancea

2021

Tehnoredactare si corectura: Mirela Pirvu
Coperte: Corina Simionescu

© Mirela Pirvu
Toate drepturile rezervate



MIRELA PIRVU, INEGALITA TI MATEMATICE, provocari in utilizarea programei scolare

PREFATA - Referat stiintific
asupra cirtii intitulate INEGALITATI MATEMATICE - provociri in utilizarea programei scolare

autor: prof. (gr. I) Mirela Pirvu

Lucrarea elaborata de doamna profesoara Mirela Pirvu isi propune sa ofere o baza de cunostinte necesara
familiarizarii elevilor cu inegalitatile matematice. Cartea se adreseaza elevilor si profesorilor de matematica din
invatamantul gimnazial si liceal si urmareste programa scolara dar si programa olimpiadelor scolare, putand fi
utilizata cu succes atat pentru pregatirea curenta a elevilor la clasa cat si in cadrul cercurilor de excelenta.

Volumul este structurat in cinci capitole. Astfel, dupd un capitol introductiv intitulat ,,Prezenta
inegalitatilor Tn programele scolare”, urmatoarele patru capitole trateaza fiecare cite un tip de inegalitati:
»Inegalitdti demonstrate prin inductie”, ,Inegalitati geometrice”, ,,Inegalitati exponentiale si logaritmice” si
»Inegalitati cu numere complexe”. Modul de abordare este clar si natural, pornind de la o scurtd prezentare a
principalelor notiuni teoretice i continudndu-se cu demonstrarea riguroasa a unor inegalitati clasice dar si mai

putin cunoscute, intre care se numara si probleme date la Olimpiada Internationald de Matematica.
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Stilul de prezentare a lucrarii este clar, atractiv si riguros, bazandu-se pe notiuni simple usor de intuit.
Intreaga lucrare poarta amprenta experientei didactice si profesionalismului autoarei si se adresezi nu numai
elevilor si profesorilor, dar si tuturor celor interesati de domeniul fascinant al inegalitatilor matematice.

In concluzie, pe baza acestor argumente, recomand cu caldurd publicarea cartii elaborate de doamna
profesoarda Mirela Pirvu considerand cd este o lucrare de referintd in domeniu, deosebit de utild pentru

pregatirirea elevilor atat la nivel mediu cat si la nivelul olimpiadelor si concursurilor scolare.
2 aprilie 2021
Lector universitar dr. Marilena Jianu

Departamentul de Matematica si Informatica,

Universitatea Tehnica de Constructii Bucuresti
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ARGUMENT

Scopul lucrarii de fatd este s faca mai usoara trecerea de la litera manualului la cea a tratatului
stiintific, sa Incurajeze elevii sa abordeze inegalitatile cat mai inovativ.

Programa scolara este o parte a Curricumului national, termen care deriva din limba latind si
inseamna drum catre . Educatia bazata pe curriculum are ca element central la toate etajele sale activitatea de
proiectare.

Actualele programe scolare subliniaza rolul reglator al achizitiilor elevilor in plan formativ. Acestea
definesc in termeni generali informatiile necesare pentru formarea intelectuala, fara a mai preciza timpul (unic)
necesar asimilarii fiecdrei unitati de continut. Ramane la latitudinea fiecarui autor de manual alternativ si a
profesorului sa organizeze instruirea in functie de obiectivele/competentele si continuturile prevazute in
programele scolare si de propriile optiuni privind progresul , abordarea metodica si interesele elevilor.

In conditiile noului curriculum, programa trebuie parcursi in mod necesar de toti, dar ea, ca si
manualele, se pliaza unei citiri personale si adaptate. Asupra continuturilor programei profesorul poate sa

intervina prin regruparea lor sub temele unitatilor de invatare pe care le-a stabilit. Asupra unor unitati sau
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elemente de continut din manual profesorul poate interveni in diferite moduri — adaptare, inlocuire, omitere,

adaugare - sau poate utiliza alte materiale -suport .
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Capitolul 1. Prezenta inegalititilor in programele scolare

Sa urmarim acum modalitatile de familiarizare a elevilor de gimnaziu , dar
si de liceu cu inegalitatile.

La sfarsitul gimnaziului elevul va fi capabil : sa reprezinte numerele reale
pe axa numerelor, folosind aproximdri sau constructii geometrice, sa compare
numerele reale, sa stabileasca daca un numar dat este sau nu solutie a unei inecuatii, sa
scrie multimea solutiilor unei inecuatii de tipul ax + b > 0 (<, <,>) ,unde a,b € R.

Nu este precizat nicdieri In programa de gimnaziu ca elevii trebuie sa
cunoasca inegalitatea mediilor. Numai ca e obligatoriu ca elevii sa stie sa calculeze
media aritmeticd, media aritmetica ponderatd a doud sau mai multe numere precum si
media geometrica a doua numere pozitive. Coroborand aceste notiuni cu ceea ce elevii
stiu in legatura cu ordonarea numerelor, cat mai este pana la vestita inegalitate?

Cu totul altfel stau lucrurile daca ne referim la programa olimpiadei de
matematicd (etapa judeteand sau nationald). inca din clasa a VIlI-a elevii trebuie sa

cunoasca inegalitati elementare, cum ar fi :
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a’?+b%?>2ab, a’*+b*+c?>ab+ bc+ca ,Va,b,c €ER ,etc,
sa aplice inegalitatea mediilor, chiar in cazul general, sa stie inegalitatea lui
Cauchy-Buniakowski-Schwartz .

Pe de alta parte, la geometrie, elevii de gimnaziu se familiarizeaza practic
cu inegalitdtile triunghiului: nu pot construi un triunghi decat daca fiecare latura este
mai mica decat suma celorlalte doud, prin masurare directa afla ca intr-un triunghi, la
unghiul mai mare se opune latura mai mare si reciproc sau ca in orice triunghi ABC
areloch, <l, <m, .

Elevii din centrele de excelentd au acces Insd si la demonstratiile
inegalitatilor de mai sus, precum si la problemele de minim si de maxim din
geometrie.

Cea mai largd paletd de inegalitati: algebrice, geometrice si
trigonometrice se studiaza in clasele IX-X. Inegalitatile clasice cum ar fi inegalitatea
mediilor, inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz, inegalitatea lui Minkovski,
precum si inegalitatea lui Cebdsev, inegalitaea lui Bernoulli constituie puncte de

plecare in deprinderea metodelor si tehnicilor de rezolvare a inegalitatilor intalnite de
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elevi la olimpiade si concursuri. Nu trebuie minimalizat rolul inductiei matematice in
rezolvarea multor inegalitati, mai ales in trecerea acestora de la formele particulare la
cele generale. Totodata mare parte din inegalitatile geometrice si cele trigonometrice se
pot aduce in forme algebrice si reciproc cu ajutorul formulelor ce exprima diverse

elemente ale triunghiului in functie de laturile sale :

a+b+c

— (semiperimetrul ); S = \/p(p —a)(p — b)(p —c) (aria);

__abc
T oas

. A_ |[(p-b)(p-c) . A _ (p(p-a)
sinz = ’—bc ; €os, = /—bc ,etc.

Daci in clasa a 1X-a formele numerelor reale au fost cele de nivel

.. . S © A .
R (raza cercului circumscris ); r = - (raza cercului inscris) ,

gimnazial, ridicandu-se stacheta numai la modul de folosire al acestora, in clasa a X-a
elevii fac cunostintd cu puterile cu exponenti reali, cu logaritmii, precum si cu
multimea numerelor complexe a cédror imagine geometrica nu se mai gaseste pe o
dreapta ca in cazul numerelor reale, ci in planul complex la care ne raportam prin

intermediul unui sistem de doua axe de coordonate.
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In clasele XI-XII, calculul diferential, respectiv integral face posibile
aproximari foarte fine ale numerelor irationale (cum ar fi m,e,etc.) prin numere
rationale.Tot acum este posibild studierea unor functii din punct de vedere cantitativ si
calitativ utilizand diverse procedee: majorari, minorari pe un interval dat,
demonstrarea propritatilor algebrice si de ordine ale multimii numerelor reale in
studiul calitativ local, aproximarea unor functii cu ajutorul altor functii mai simple,
cunoscute. Studiul monotoniei si al convexitatii devine unul la indeména tuturor.
Inegalitatea lui Young, inegalitatea lui Holder, dar si inegalitatile lui Jensen pot fi

demonstrate si utilizate de acum in cadrul cercurilor de elevi.
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CAPITOLUL 2. Inegalitati demonstrate prin inductie

Rationamentul inductiv este 0 metoda riscantd , dar frumoasa de a obtine
cunostinte noi. Ne conduce pe baza unor situatii particulare verificate la concluzii
generale, care pot insa sa nu fie adevarate. Prin corelare cu demonstratii , ce pot sa
probeze valabilitatea rezultatului obtinut prin inductie, metoda capata valoare si este
numitd inductie matematica.

Iata doua variante ale inductiei matematice:

Fie ny € N si propozitia P(n) , n € N,n = n,.

Varianta 1. Daca
i) P(ng) este adevarata,
ii) Implicatia P(n) —» P(n + 1) este adevarata pentru orice n € N,n = n,q

atunci P(n) este adevarata pentru orice n € N,n = n,.

11



MIRELA PIRVU, INEGALITA TI MATEMATICE, provocari in utilizarea programei scolare

Varianta 2. Daca

i) P(ng) este adevarata,

ii) Implicatia P(ny), -, P(n—1),P(n) » P(n+ 1) este adevaratd pentru
oricen € N,n = n,

atunci P(n) este adevarata pentru orice n € N,n = n,.

Avem cateva inegalitati mai putin clasice care se demonstreaza cel mai nimerit
cu metoda inductiei matematice, fara sa mai fie nevoie de nimic altceva.
1.

1 1 1
— 4+ +——>1 ,VRnENn>1.
n+1+n+2+ +3n+1 " "

Solutie.FieP(n):$+L+---+ ! >1,vneN,n=>1.

n+2 3n+1

. .1 1 1 13 -
Pentru n = 1 avem de verificat ca St t:> 1< e 1 (adevarat).
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Presupunem ca P(n) este adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.

1 1 1 1 1
P+1):i——+ -+ + + + >1
( )n+2 3n+1 3n+2 3n+3 3n+4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Dar ezt T Tz T T amea ot Tzt s ez T

1 1 1

3n+3  3n+4 n+1’

: < < . < 1 1 1
Din P(n) adevarata stim ca — +—+ ---+——> 1 .Pentru a demonstra
> n+1 n+2 3n+1

ca P(n + 1) este adevarata e suficient sa aratdm ca:

1 1 1 1 >() 2
3n+2 3n+3 3n+4 n+1 3(n+1)(3n+2)(3n+4)

> 0 (adevarat).

Conform principiului inductiei matematice, rezulta ca P(n) este

adevarata, vn € N,n > 1.

1
.2 D < vn €N > 1.
246 2n ani1i T
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Solutie. Fie P(n):2-2-2. ... 2’2‘;13@? ,nEN,n>1.

, inegalitate care se verifica cu egal, ceea

. 1
Pentru n = 1 avem de aratat ca 3 <

N |-

ce inseamnd cd P (1) este adevarata.
Presupunem ca P(n) este adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.

1 35 2n—1 2n+1< 1

P n”+ 1 P — e . <
(n+ 1375 2n  2n+2 Bnta
Din P(n) adevarata stim ca:
135, ... m-1 1 L 1.3.5.... 2n-1 2n+1 1 2n+1
2 46 2n v3n+1 2 4 6 2n  2n+2 — \3n+l 2n+2

Pentru a demonstra cd P(n+ 1) este adevirati e suficient si aritim ca

2
1 V3n+4 < 2n+2 3n+4 < 4n“+8n+4

1 2n+1
—_— = 2
3In+1 4n“+4n+1

V3n+1 ' 2n+2 S V3n+4 = V3n+1l T 2n+1
<1213 +28n% + 19n + 4 < 12n° + 28n2 + 20n + 4 <> 0 < n (adevarat).
inductiei matematice, rezulta ca P(n) este

Conform  principiului

adevarata, Vvn € N,n > 1.
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3. 2+ \/2 ++/2+ - ++v2 <2 ,unde numarul radicalilor este n €

N, n=>1.

Solutie. Notam x,, = (2 + JZ + /2 + -+ /2 , unde numarul radicalilor este

neN,n=1
Oservam ci are loc relatia de recurentd x,, .1 = \/Txn ,NEN,n =1
FieP(n):x, <2 ,neN,n=>1.
Pentru n = 1 avem de aritat ci x; = V2 < 2 (adevarat).
Presupunem ca P(n) este adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.
Din x,<2 =2+x, <4 => x4, =42+x,<2 , ceea ce trebuia
demonstrat.

Conform principiului inductiei matematice, rezultd ca P(n) este adevarata,

VvneEN,n=>1
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4. 2-43-\n<3,YneN,n=>2.

Solutie. Pentru n € N,n > 2,fixat , notam x;, = \/k-\/(k +1) v,

unde k <n.
Avem de aratat cd x, < 3 .
Demonstram ca x, < k +1 ,Vk € {2,3,---,n}, mergand inductiv inapoi.
Pentru k = n avem de verificat ci vn < n + 1 (adevirat).

Presupunem k < nsixgyq <k +2 sidemonstramcax, <k+1 .

Intr-adevar x; = k- xp41 < Jk(k +2) < k + 1, ceea ce trebuia demonstrat.

5 1-ap)d-ap)A-a)>1-a;—a,——a, ,
Vai, ay, -, a, € (0;1), neN,n=2.
Solutie. Fie P(n): (1 —ay)(1—ay)~(1—-ay)>1—a; —a, — - —ay, ,

Yaya,, - ,a, €(0;1),neEN,n=>2.
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Pentru n = 2 avem de aratat ca:

1-a)(A—-ay)>1—a; —a,<a,a, > 0 (adevarat).
Demonstramcd P(n) =>P(n+1).
Pn+1):(1-a))(1—-az)~(A—apy)>1—a;—a;——apyr
Vagay, ,a,41 € (0;1).

Fie a;,a3,++,ansq1 € (0;1).

Presupunem cad P(n) este adevirata , adica

1-ap)A-ay)-AQ=-ay,)>1-a;,—a,—-—a, , inmultim ambii

membri ai inegalitatii cu 1 — a,,,; > 0, obtinem

1-a)A—-a)A—-an)>A—ar—ay——a)(l —apyy) =
=l-a;—0a; = =Gy = app1 + apa(a +az + -+ ap)
>1=a;—a;——ap41,

deoarece a,,qi(a; +a; +--+a,) >0 si astfel rezulta ca P(n+ 1) este

adevirata. Deci P(n) este adevarata, Vn € N ,n = 2.

17
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1+a)(A+az) - (1+ay,) - (a; +x1)(az +x3) - (an + xy)
2 - aaz - a, +x1x3 X,

Vay,ay, -, n, X1, X, X = 1 cu x = ai, k€{1,2,--,n},n€N,n>1.
Solutie.

Fie P(n) (+a)(A+az)--(1+an) > (ay+x1)(az+x2)(an+x,)
. 2 - a0y Ap+X1Xp Xy

Va, ay, o, 0p, X1, X0, X =1 cu x, = ay,k €{1,2,--,n},neN,n>1.

Pentru n = 1 avem de aratat ca (1+2—al) = % <> a, = 1(adevarat)
1 1

Demonstramca P(n)=>P(n+1).

I+a)A+az) A+ apsq) - (a1 +x1)(az + x3) -+ (Ans1 + Xnt1)
2 B 10z Apy1 T X1X2 " Xnta

P(n+ 1):

Vaq,ay, -, Apy1, X1, X2, Xppr = 1 cu x = ag , k €{1,2,--,n+ 1} .

18
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Fieay,ay, -+, Qpy1, X1, %2, Xpy1 = 1 cu x = i,k € {1,2,--,n+ 1} .
Presupunem ca P(n) este adevirata , adica

(1+a,)(1+az)--(1+ay) > (ag+x1)(az+x2)(an+xn)
2 - aqQy - Ap+X1X2 "X

, Inmultim ambii membri ai

inegalitatii cu 1 + a4 > 0, obtinem

I+a)A+az) A+ aps) S (a; + x1)(az + x3) -+ (an + x,) (1 + apy1)
2 - A0y Ay + X1 X3 " Xy

€y

Este suficient sd demonstram ca

(a; + x1)(az + x3) - (@ + %) (1 + apyq)
A1y Ay + X1 Xp > Xy

(2)

S (a; +x1)(az + x3) -+ (an + x)(@ny1 + Xny1)
B A0z Ay + X1X2 ** XnXngq

Care este echivalenta, dupa impartirea prin
(a1 + x1)(az + x3) -+ (a, + x,) > 0, cu inegalitatea

(1 +an41) S (ans1 + Xps1)
A0z Qp + XX Xy Qq0p " Apyq T X1 X2 " Xpgq

R

19
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an+1(a1a2 “AnQpyy T X1X "'xnxn+1) = X1Xp " XpAniq 103 ApXpy <
S agay an(afyy — 1+ Oopgr — DX+ Xnngg — a1az +ay) 2 0
(adevarat).
Din (1) si (2) , rezulta ca P(n + 1) este adevarata.

Deci P(n) este adevaratd, Vvn € N,n > 1.

7. (ptxa++x)?<x+a5+ o+,

Vxy,Xp, o, Xxp ENcuxy <x, <+ <xp,,n€N,n=>1
Solutie. Fie P(n): (x; + x, + -+ x,)2 < x3 +x3 + -+ x3 ,
VX, X, Xxp ENcuxy <xp, <+ <x,,nEN,n=>1.
Pentru n = 1 avem de aritat ci x{ < x3 ,Vx; € N (adevirat).
Presupunem ca P(n) este adevarata si demonstram ca P(n + 1) este adevarata.
Pn+1):(xy+x+ +x, +x00)? <3 +x3++x3+x3,,,

VX1, X9, , Xps1 ENcuxy <xp <-- < Xpyq-

20
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Fie xq, x5, ,Xpp1 ENcuxy <xy < < Xppq-
Avem (x; +x, + -+ X, + Xp41)% =
= tx+ ot x)?+x2 + 2%, +x, + 0+ x,) <
S+ + xS a2 26 (g X)),
din P(n) adevarata.

Este suficient si demonstrim ci x2,; + 2x,1 (X1 + x5 + -+ x,) < x3. (%).

Cumx; +x,+4+x,<14+2+-4+x, = xn("zn_l) < xn+1(X2n+1—1) —

=2(%; 4+ x5 + -+ ) < X2, 4 — Xp4q , 96 unde prin inmultire cu x,4; €N
obtinem () si astfel P(n + 1) este adevarata.
Conform principiului inductiei matematice, rezulta ca P(n) este

adevarata, vn € N,n > 1.
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CAPITOLUL 3. Inegalitati geometrice

Sa incepem cu inegalitati pentru laturile a,b,c > 0ale unui triunghi. In
demonstrarea unor astfel de inegalitati vom folosi mai mereu inegalitatea
triunghiului, care apare in patru forme echivalente:

(iDa+b>c;b+c>a;c+a>b.

(ii)y a>|b—c|; b>|c—al|;c>|a—b]|.
(ii)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)>0.

(iV)3x,y,z>0 astfelincit a=y+z;b=z+x;c=x+y .

Demonstratie. Pentru (i) <= (ii) si (i) < (iii) demonstratiile sunt imediate.

a+b+c

(i)=(iV)Daca p = >

este semiperimetrul triunghiului cu laturile
a,b,c > 0, atunci se verificiusorcd a=2p—(b+c),b=2p—(c+a)si
c=2p—(a+b).
Notimx=p—a>0,y=p—b>0siz=p—c>0=>

a=y+2z;b=z+x;c=x+y,ceeace trebuia demonstrat.

22
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(iV)=@{@)Din a=y+z>0;b=z+x>0;c=x+y>0 rezultd ca
a+b—c=2z2>0,b+c—a=2x>0si c+a—b=2y>0.

Sa trecem in revista cateva formule importante de geometria triunghiului

si formele lor datorate lui (iV):

p= a+:+c =x+y+z (semiperimetrul );

S=ypp—-a)p-b)(p—c)=(x+y+2)xyz (aria);
abe _ (y+2)(z+0)(x+y)

R = ==—=""—-""==(raza cercului circumscris );
4 4,/(x+y+z)xyz ( )
s S
r==>= [ (raza cercului inscris).
P x+y+z

Nu trebuie s uitam nici urmatoarele doua teoreme:
Teorema sinusurilor. In orice triunghi ABC are loc

a b c
2R .

sinA sinB sinC

23
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Teorema cosinusului. In orice triunghi ABC are loc
a’ = b? + ¢* — 2bccos A .
Aplicatii
1. (A.Padoa) Daca a, b, c > 0 sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci
abcz(a+b—-c)(b+c—a)(c+a—Db)
Avem egalitate daca si numai daca triunghiul este echilateral, adicia = b = c.

Demonstratie. Cum a,b,c > 0sunt lungimile laturilor unui triunghi,

conform (iV),

dx,y,z>0 astfelincit a=y+z;b=z+x;c=x+y si inegalitatea

devine

y+2)z+x)(x+y) =8xyz,pentrux,y,z>0

Dar, din inegalitatea mediilor, pentru x, y,z > 0 avem

y+z z+x x+y .. . . .
- > —_ > > -
—2YZ;=; zx ; == 2 /xy si inmultindu-le obtinem ceea ce trebuia

demonstrat.

Avem egalitate dacd sinumaidacix =y =z<>a=b =c.
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2.  (Chapple 1746 , Euler 1765)
In orice triunghi ABC are loc R > 2r
Avem egalitate daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Demonstratie.

Metoda I. Aplicam inegalitatea lui A.Padoa.

abc  2S 852
R = 2r QE Z?Qabc27<:>ab628(p—a)(p—b)(p—c)<:>

<abc=(a+b—c)b+c—a)(c+a—b) >adevarat.
Metoda a I1- a. Folosim urmatoarea identitate :
a(b?+c?—a®)+b(c?+a?>—-b*)+c(a®>+b*—c?) =
=2abc+(@a+b—-c)(b+c—a)(c+a—Db)
Din aceasta si teorema cosinusului, impartind prin 2abc , obtinem

cosA + cosB + cosC =1 +£ .

N|w

Vom arata ca cosA + cosB + cosC < = , ceea ce implicd R > 2r
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Intr-adevar,
A+B+C=m=cosC =—cos(A+B) =—cosAcosB +sinAsinB =
= 3 — 2(cosA + cosB + cos(C)
=3 —2c0sA —2cosB +2cosAcosB —2sinAsinB =
= (cosA + cosB — 1)? + (sind — sinB)? > 0.
Altfel, putem folosi identitatea de mai sus si inegalitatea lui A.Padoa pentru a
obtine
a(b? + ¢ — a?) + b(c? + a® — b?) + c¢(a? + b? — ¢?) < 3abc, valabila
pentru laturile a, b, ¢ > 0 ale unui triunghi.
Mai departe, impartind prin 2abc, rezulta ceea ce trebuia demonstrat.
Observatie. In cele de mai sus am ajuns la trei inegalitati echivalente, prima
geometricd, a doua algebrica si ultima trigonometrica:

R=22r<abc=z(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)=

cosA + cosB + cosC < %
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3. (Inegalitatea lui Mitrinovic)

in orice triunghi ABC areloc  3v3r <p < ?R .

Avem egalitati daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Demonstratie. Prin ridicare la patrat, prima inegalitate devine

27r% < p? 2752<2 27(p — —b)(p—-c)<pd
r‘<p‘< oz <p*<=27p—a)(p—b)(p—c) <p> ()

Din inegalitatea mediilor, avem

— —b —
i/(p—a)(p—b)(p—C)s(p a)+(p3 )+ C)=g,

de unde, prin ridicare la cub , obtinem (x) si prima inegalitate este astfel

demonstrata.

Pentru a demonstra a doua inegalitate aplicam teorema sinusurilor .

3V3 a b ¢ 33 , , _ 3v3
+—<—<:>smA+smB+smCST =

< "Res — 4+ —
P "R TRTRS

sinA + sinB + sinC . (A+B+C w3

< 3 SSIH(T)=SIH§=7.
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Ultima inegalitate este adevarata, fiind justificata de concavitatea functiei sin
pe intervalul (0; ) .

Observam ca din inegalitatea lui Mitrinovic (3\/§r <p< %gR)rezulté

inegalitatea lui Euler (R = 2r).

Iata acum o inegalitate intre ceviene remarcabile intr-un triunghi din care putem
obtine din nou inegalitatea lui Euler.

4. (L.Panaitopol , Gazeta Matematica,1983)

in orice triunghi ABC are loc

(P) l,—h,<R-2r |,

unde I, si A, sunt lungimile bisectoarei si inaltimii din A, iar R si r sunt razele
cercurilor circumscris si inscris.

Solutie. Fiind o inegalitate “liniara”, este grea si trebuie sa fi dat multa bataie de
cap rezolvitorilor Gazetei Matematice de atunci (cu siguranta si celor de acum). Ca in

multe alte situatii, Intarirea inegalitatii poate sd sugereze o cale de atac mai comoda.
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Cum I, <p(p —a) ( majorare de “clasa” ) , ne propunem sd studiem
valabilitatea inegalitatii intarite

(P) Jp(p—a) —hy <R -12r.

= A_be 24 bey _be _
Avem /p(p —a) —h, = \/Ecos2 RS (Rcos >+ 4R) R
_B+C _,B-C
=R (sm — sinBsin C) = Rsin
Am demonstrat ca are loc
" B-C
(P") p(p —a) — hy < Rsin? 5

cu egalitate doar daca Rcoszg = :—; < cos(B-C)=1 < B=C

(triunghiul ABC este isoscel de baza [BC]).
Incheiem metoda intercalarii demonstrand inegalitatea

< R-2r.

(P") Rsin?
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Daca O si I sunt centrele cercurilor circumscris si inscris, iar T este proiectia lui
O pe bisectoarea interioard a unghiului BAC , inegalitatea de mai sus este echivalenta
cu OT? < 012, adica

OT < OI (adevarat ).

Avem egalitate In (P) dacia 2a=b+c.

Urmatoarea inegalitate a fost propusd de Klamkin si a fost atribuita initial lui
E.Catalan.

5. (OIM 1983)

a’b(a— b) + b*c(b —¢) + c*a(c—a) >0,
V a,b,c > 0 lungimile laturilor unui triunghi.

Solutie. Cum a, b, ¢ > 0 sunt lungimile laturilor unui triunghi , conform (iV),

dx,y,z>0 astfelincait a=y+z;b=z+x;c=x+y si inegalitatea
de demonstrat devine

x3z+y3x+ 23y > x%yz + xy?z + xyz? , pentrux,y,z > 0
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Impartim prin xyz > 0 si obtinem
X2 y? 22 X2 y? g2 ,
—t+t—=—+t—2xtytzext+ty+tz)| —+—+—|=x+ty+2)° (x).
y z x y z x
Ultima inegalitate este justificata de CBS :
(a? + a3 + a3)(b? + b2 + b2) = (a;by + azb, + azh3)? ,Va;, b, €R ,i € {1,2,3},

z

Cu substitutiile Vx = a;,,/y = a,Vz = a3 E=bi,

X

— Yy _ :
\/y—bz,\/}—b3$l

a1b1=Z,a2b2 :x,a3b3 =Y.

6. (Inegalitatea lui Weitzenbock)
a?+b%+c?>24V3s
YV a,b,c > 0 lungimile laturilor unui triunghi cu aria S .
Solutie. Cum a, b, ¢ > 0 sunt lungimile laturilor unui triunghi , conform (iV),
dx,y,z>0 astfelinaat a=y+z;b=z+x;c=x+Yy si inegalitatea

de demonstrat devine

G+2*+@+x)%+@x+y)?=24V3 - Jx+y+2)xyz &
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S[+2)?2+@Z+x)2+ (x+y)?)? > 48xyz(x +y + 2)
Aplicam succesiv inegalitatea mediilor si inegalitatea
(a+pB+7y)?=3(ap + Py +ya) ,Va,B,y ER:
[((y+2)?+ (z+x)?+ (x +y)?]? = 16(yz + zx + xy)?
>16-3(yz-zx+zx-xy+xy-yz) =
= 48xyz(x +y + z).

O inegalitate mai find decat cea de mai sus dar care se demonstreaza la fel de
usor este inegalitatea Hadwiger-Finsler:
7. a’+b%2+c*>4V38S+(@a-b)?+(b—-c)®+(c—a)?,

Y a,b,c > 0 lungimile laturilor unui triunghi cu aria S .

8. (G.Polyasi G.Szego)

3
45\2

abc > (ﬁ)z , Y a,b,c >0 lungimile laturilor unui triunghi cu aria § .
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Solutie. Inegalitatea de demonstrat se scrie , echivalent
3V a2b2c? > 4435 .
Folosim inegalitatea Hadwiger-Finsler
2(ab + bc + ca) — (a? + b? + c?) > 43S
si ramane sa demonstram ca are loc
33 a2b2c2 = 2(ab + bc + ca) — (a? + b2 +¢c2) (%) .
Aplicam inegalitatea Schur
X x=NEx-2)+y -0 -2)+2z-0)z-y) =0,
vx,y,z=0,r>0.
Pentru r = 1 are loc:
x3+y3+2343xyz=2xy(x+y) +yz(y+2z) + zx(z+x) ,Vx,y,2=>0 .
Pentru x,y,z = 0 , din inegalitatea mediilor, avem x +y > 2\/x_ ceea ce

demonstreaza ca :

x3+y3 4+ 23 + 3xyz = 2(xy [xy + yz,[yz + zx\zx) (%),
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In (++) luamx = Va?,y = Yb2,z = Vc? si obtinem (x)

a + b + a 2\/5'

V2b2+2c2-a?  \2c2+2a2-b%  \2a2+2b%—c?

YV a,b,c > 0 lungimile laturilor unui triunghi.
Solutial. Cum a, b, c > 0 sunt lungimile laturilor unui triunghi , conform (iV),
dx,y,z>0 astfelincit a=y+z;b=z+x;c=x+y si inegalitatea
de demonstrat devine

Z y+z -
& V2@ +0)2+2(x +y)2 = (y +2)2
imposibil de demonstrat elementar.

Solutia a II-a. (Darij Grinberg)

Dacd a, b, c > 0 sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC , ale carui mediane

sunt

1
my = E\/sz + 2¢%2 —a? -
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inegalitatea de demonstrat devine

a b c
—+—+—2>2V3 .
mg my me

Consideram un nou triunghi MNP cu laturile mg, m,, m,. In acest triunghi

. .. 3a 3b . 3c
medianele au lungimile 7 ST

Inegalitatea din enunt se scrie pentru triunghiul MNP astfel

4m 4m 4m 2m 2m 2m
X My £ ‘my, %

3 2,3 +3 < 3 a+3 +3 CZ 3.
a b c a b c

Revenim in triunghiul initial ABC cu G centrul de greutate . Avem

2 2 2
GA = §ma ,GB = §mb ,GC = §mc
si urmatoarea inegalitate de demonstrat
GA GB GC
— = V3 .

Ultima inegalitate se verifica intr-un cadru mult mai larg:
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MA MB MC

10. (OIM 1991)
Daca 1intr-un triunghi ABC, bisectoarele AD, BE,CF se intersecteaza intr-un

punct I, atunci
IA IB IC 8
<

Solutie.

Folosim teorema bisectoarei.

Bisectoarea unui triunghi imparte latura opusa intr-un raport egal cu raportul
celorlalte doua laturi.

NotamBC =a,CA=b,AB=c siDB=x,DC=1y.

Din [AD] bisectoare in triunghiul ABC avem §=% > x;—y = % si cum
x+y=as>y=2
y= Y= b+c ’
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. . . . IA b 1A b .
Din [CI] bisectoare in triunghiul ADC avem —==-> =— sicum
ID  y IA+ID  b+y °
1A b+
IA+1ID =AD == =",
AD a+b+c
. IB c+a . IC a+b
Analog, se obtin — = — =
> BE a+b+c CF a+b+c
. +b)(b+¢)(c+ 8
Avem de demonstrat ca (atb)(bre)(cta) <—.
(a+b+c)3 27

Aplicam inegalitatea mediilor :

(a+b)+(b+c)+(c+a)=2(a+b+c)

V@+b)(b+co)c+a) < 3

3{/(a +b)(b+c)(c+a)
(a+b+c)

2
=3
3

3

de unde , ridicand la cub, obtinem ceea ce trebuia demonstrat.
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CAPITOLUL 4. Inegalitati exponentiale si logaritmice

Pentru inceput vom aborda inegalitatile “elementare” in care apar functii
exponentiale sau logaritmice. Ne vom feri sa apelam la notiuni de analizd matematica,
care nu sunt la indemana elevilor de clasa a X-a. Avem la indemana regulile de
ordonare:

(i) pentru a > 1 ( baza supraunitara )
a*<a” ,Vx,yERcu x<y;

log,x <log,y ,Vx,y>0cux<y
(i) pentru 0 < a < 1 ( baza subunitari )
a*>a” ,Vx,yERcu x<y;

log,x >log,y ,Vx,y>0cux<y
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Aplicatii

1. 2% 4294272 > 2% 42924 22% yxyz€ER .

Solutie. Fie x,y,z € R . Aplicam inegalitatea mediilor de doua ori :
2% 4 27° > 23207 202 = 232047 > NPT = 2. 2%V ;...

Adunand inegalitatile de mai sus obtinem ceea ce trebuia demonstrat.

y 1 1
2. Daciabc>1cul><  atunci 22> B¢
b a lgh Iga
Solutie. Fie a,b,c>1cu % > % = a? > bc = lga? > 1g(bc) =

2lga=lghb+1lgc.

Cum b,c > 1 =lgh, Igc > 0. Din inegalitatea mediilor avem
lgb+1gc = 2,/lgb-lgc

Se obtine lga > \/m , care prin ridicare la patrat devine

lga _ lgc
lg?a =1gb -lgc, adica —bzlg—a.
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3. Dacaa,b,c>1cua<b ,atunci log, b >log,.bc .
Solutie . Fiea,b,c >1cua<b.

log, bc logg b +log, c -
loggac 1+log,c

log, b > log,.bc < log, b >

< log, b +log, b -log, c >log, b +log,c & log,c-(log,b—1) > 0.
Ultima inegalitate este adevarata deoarece

ac>1=log,c>0sia<b =>log,b>1.

4. Dacia a,b>1cua<b sic>0,atuncilog,b >log,,.(b+c) .

Solutie. Fiea,b >1cua<b,c>0 250595
a a+c
l b>l b+c 1 S 1 1 b+c
— = = _—
O8ay = OBa i logp+ca”~ logp+c(a + c) O8ate 1 e

a+c a+c

loge b —1>loggic(b+c)—1 ,adicalog, b >log,, (b +c) .
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5. Dacaa,b € (0;1), atunci au loc inegalitatile:

2ab 2ab
()loga b+logb +b22’
Zab 2ab
(%) logam-logba+b21

Solutie. Fie a,b € (0;1). Aplicam inegalitatea dintre media armonica si
media geometrica a numerelor a, b si tinem cont ca bazele a si b ale logaritmilor
sunt subunitare.

2ab
a+b

2ab 1
<+Vab = logam > loga\/%=§(1 +1log, b) ;

logb% > log, Vab = %(1 +log,a) (m).

Pentru a demonstra (*) adunam inegalitatile (m):

2ab 2ab 1 1
logaa+b+logb 7 > (2 +log, b +log, a) = (2 +log, b +10gab) =2
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Pentru a justifica ultima inegalitate luam x = log, b > log, 1 = 0 si folosim c&
x+222,¥x>0.

Pentru a demonstra (+x) inmultim inegalitatile (m):

2ab 1
logaa+b-logba+b21(1+logab+logba+logab-logba)=
—1(2+l b+ ! >>1
4 %8a® T iog b/ =

6. Dacaa,b,c> 1, atunci au loc inegalitatile :

c+a a+b
> + log,

>3 ;
2
3

(=) logpc.a+1log.,b+log,,c > 2

b+c
(~) log, — T log),

Solutie. Fiea,b,c > 1.
Notaimlga=x>0, lgh=y >0, Igc=z>0 .
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Inegalitatea (~) se obtine direct din inegalitatea mediilor % >/bc, i

+

RIL

>2 .

RIR

Inegalitatea (=) se scrie
X VA
+ 4 +
y+z z+x x+y

3
ZE ) pentrux,y,z >0 .
Inegalitatea de mai sus este inegalitatea lui Nesbitt .
Deoarece variabilele sunt din N, putem utiliza inductia matematica in
demonstrarea inegalitatilor:

7. 2">n%? VvneN,n=>4.

8. n>1g(n®+9) ,vneN,n>1.
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CAPITOLUL 5. Inegalitati cu numere complexe

1. (Inegalitatea triunghiului)
|z1+2;5| < |z4| +|23| ,V2z1,2,€C.
Generalizare.
|z1+2; + -+ zy| < |zq| + |25 + -+ |2,| VYV 21,25,z €EC,
neN,n=2.
Demonstratie. Pentru n = 2, ridicam la patrat si folosim proprietatea z - zZ =
|z|? ,VzEC.
|21+2,] < |z1] + |22] & |21+2,17 < (|24 + |2,])* &
S (214+2,)(21F27) < 2117 + 2,17 + 2|z - |2,| &
S 212y + 2,77 < 2|212,] .

Cum  z,Z;, = 712y = z123 + 237; € RSi 21723 + 7,71 =

= 2Re(212;) < 2|z, 23| = 2|z12,] ,
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rezultd ca propozitia este adevarata pentrun = 2.

Cazul de egalitate are loc daca Re(z,2;) = |z123| , adica 2,2, € R cu z;2, = 0.

Interpretare geometrica. Fie M; , M, punctele din plan care au afixele z; ,
respectiv z, si O originea sistemului de axe de coordonate, iar M punctul de afix
z1+z, .

In triunghiul M; OM , eventual degenerat, avem

OM = |z1+2,| ,0M; = |z4] 5i MM, = |z,].

Din OM < OM; + MM, obtinem |z;+2z,| < |z1| + |z,] .

Acumtrecemde lanlan + 1.

Presupunem ca are loc

|z1+2zy + -+ 2yl < |zg| + 22| + -+ |zp]
VZzy,23,°,2, €EC

si trebuie sd demonstram ca este Indeplinitd inegalitatea
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|z1+25 + 4 2y + Zpga| S zg| + 22| + -+ [z, +
|Zns1l )V 21,25, 20, Zn4q € C.

Notam z,+z, + -+ 2z, = z.

Avem |z + z, 41| < |z| + |z41] , la care addugam

12| = |zy+2z5 + - + 2| S |zg| + 25| + - + |2y

ceea ce demonstreazd ca propozitia este adevaratd pentru n + 1 numere.

Consecinta. |z,| — |z3| < |z1+2;| ,V 2z, ,2; €EC.
Intr-adevar, |z;| = |z1+2, + (—=2)| < |z1+2,| + |—2,| =

= |z1+2;| + |23| = |z1] — 23| < |21+2,] .

2. (-) |Zl+1|+|ZZ+1|+|leZ+1|22:
Vz,,2, EC cu |z;| = |z,| = 1.
Solutie. Fie z; ,z, € C cu |z1| = |z, = 1.

Aplicim consecinta de mai sus si obtinem
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|zy + 1] + |z, + 1| + |232, + 1] =
>z + 1|+ |(z12, +1) — (2, + 1)| =
=lz; + 1| + |z2]|z; — 1| =
=lz;+1|+|z; -1 2|z +1+2z, - 1| =2|z| =2.

Observatia 1. Dacaz; =z, =zculz| =1,
atunci inegalitatea (m) devine
21z+ 1|+ |22+ 1| = 2.

Generalizare ( M. Bencze, Gazeta Matematica 1998 )
njl+zl+|1+2%|+|1+23|+ |1+ 24+ + |1+ 2" +
+|1 422" > 2n ,

VzECcul|zl|=1sivne€Ncun=1.
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Observatia 2. Daci z; =z ,z, =z% culz| =1 , atunci inegalitatea
(m) devine
11+z|+ |1+ 22|+ |1+ 23| >2
Interpretare geometrica:
Dacéd dintr-un punct B al unui cerc de razd unu se construiesc trei arce
congruente A; ,A;A, si A,A5 , iar A este punctul diametral opus lui B , atunci suma

vectorilor AA; ,AA, si AA; este mai mare decat diametrul cercului .

3. (Inegalitatea lui Hlawka)
|z1+22| + |22 +23] + |23+24] <
< |z1| + |z3| + |z3| + |z1+2, + 23| ,VZ4,25,23 €EC.
Solutie. Ridicam la patrat ambii membri ai inegalitatii si folosim identitatea
(*) |z1+2,]* + |25 +23] + |23+24|* =
= |z1|? + |z2|* + 231 + |21 +25 + 23],

care rezultd direct din proprietatea z-Z = |z|? ,Vz € C.
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Pe de alta parte,
2|z1+25| " |23t 23| = 2|2 (21 425 + 23) + 2423] <
< 2|zp|lzy 425 + 23| + |2125], -
Adunand inegalitatile de mai sus cu egalitatea () , se obtine
(Iz1+2zo| + |2+ 23] + |23+211)% << (24| + 22| + 23] + |21+2, + 23])2,

din care rezulta inegalitatea lui Hlawka .

4. Dacazy,zy,,2, € C* culz{| = |2z,| = = |z,| =r ,atunci
1,22 n 1 2 n

1 1 1 5
(z1+z2+---+zn)(—+—+---+—) € [0;n?] ,neN*.
Zq Zy Z

n
Demonstratie. Notam w = (z;+2z, + -=- + z,) (l +14t i) .
Z1 22 Zn
Aplicand proprietatea z-z = |z|? ,Vz € C,

rezultd ca

— _ _ — 1 1 1
G=G+H++T) (FHo ot E) =
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(1 1 1y 1
=r (—+—+"'+—)'—2(Z1+Zz+"'+Zn)=a):>a)ER.
Z  Zp zZy) T

Mai departe, utilizam forma trigonometrica a numerelor z;, ,k = 1,n .

Daca z, = r(cosg, +isingy) ,k=1,n,

atunci
n n n n
w = [(Z cos (pk) +i (Z sin (pk) : [(Z cos g0k> - l<z sin g0k> =
k=1 k=1 k=1 k=1
n 2 n 2
= (z cosq0k> + (z sin<pk) =>0.
k=1 k=1

Pe de alta parte,

w=n+2 Z (cos @y cos@; + sin@, sing;) =n+ 2 Z cos(pr — @) <

1<k<lsn 1<k<l=n
<n+2n—14+4n-2+-+1)=n+nn-1) =n?.

Deci, 0 < w < n?.
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5. (Inegalitatea lui H. Bohr)
Daca z;, ,z, € C si ¢ > 0, atunci are loc
() |z142:2 < A+ Oz 2 + (1+3) Iz 2,
cu egalitate daca si numai daca z, = cz; .
Generalizare.(J.W. Archbold)
Daca z ,2,,'+,2, € C siaq,ay, -+, a, > 0 astfel incat
ﬁ=1aik = 1, atunci
(+5) 121423 + -+ 2, |* < a4]24|* + @125 + - + @z, |* .
Demonstratie. Pentru a, > 0,b, €ER ,k =1,n ,cu

1
k=1— =1, avem, conform CBS,
ag

n n n n 2
2, bz‘(Zi (Za b2>>( b)
kb = ki | = k| -
ay
=1 k=1 =1 k=1
Luand b, = =% pentru = T,n, avem

2=1|Zk| !
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2

(%) i x|z |? — <i|2k|) =0.
k=1

k=1
Din  Yi-1lzel = [Xk=12k] i (+xx) , obtinem (xx) .
in [3] , Mitrinovic aminteste ca A. Makowski a demonstrat un caz particular

(cand z; ,z, € R) al inegalitatii (*):

5 . ) ) |cos 2al\
(a—b)*sina+ (a+ b)“cosa < (1+ c|cos2al|)a* + 1+T b

1
S(1+c)a2+(1+z>b2, Vab,a€Rsic>0.

6. Dacdaz;,z, €Csiu,v ER*cuu+v+0,

atunci:
Z1+2,|? Ak Z,|* 1 1
~) 12112 | Slll +|2| , pentru —+—>0 ;
u+v u v u v
Z1+2,|%2  |z4|%> |z,|? 1 1
(=) 12142, Zl 1l +| 2| , pentru —+—<0.
ut+v u v u v
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Egalitatile au loc daca si numai daca vz, = uz, .
Solutie. Folosim identitatea

|Z1|2 n |ZZ|2 _ |Z1+Z2|2 _ |17Z1 — uzz|2

u v u+v  wwu+v)
7. (Mitrinovic)

Dacd zy,25,**,2,,Qq,0y,*,0, € C,n =2 sie>0,atunci

n n n n-1
Z|zk—ak|<s=> zk—l_[ak Sszsksn‘l‘k,
k=1 k=1 k=1 k=0

unde Sy este a k — a functie simetrica de |a4 |, |ay|, -, |a,] .

Demonstratie. Folosim metoda inductiei matematice.
Pentrun = 2 . Dacd |z; — a4| + |z, — a,| < &, atunci
1212, — ayaz| = 1(zy — a1)(2z — az) + a1(z; — az) + az(z; —ay)| <

< lzy —agllzz — az| + lagllzz; — az| + lazllzy — aq| < e(e +|ag| + [az]).

Deci, |z —aq| + |z, —ay| <e=
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|z12; — aya;| < e(e + |aq| + [azl) .
Presupunem afirmatia adevaratd pentru n > 2 si aratam ca este adevarata si
pentrun + 1.
Presupunem ci Y Ril|z, —ai| < e .

Folosim identitatea

n+1 n+1 n n
nzk - 1_[ a = nzk - 1_[ ak |[(Zn+1 — ans1) + anal  +
k=1 k=1 k=1 k=1
n
+ 1_[ Qg (Zn+1 - an+1) .
k=1
Obtinem

n+1 n+1 n-1

[ 2] Ja| = e +1anad D seem* +elannals, =

k=1 k=1 k=0

n n
= e St lanalSe ) ek =€ ) spenk
k=1 k=0
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unde Sy este a k — a functie simetrica de |a,|, |az|, -, |an], @il

lata acum o inegalitate interesantd, pe care o demonstram folosind forma

geometricd a numerelor complexe.

8. (L.Panaitopol , Gazeta Matematica ,1981)

Sa se arate ca in orice triunghi ABC avem

R m,
2r — h, '’
egalitatea avand loc numai in cazul triunghiului echilateral.
N be . ha . .
Solutie. Stiind ca S = pr,S = % siS = % , inegalitatea devine

28
2rmg < Rhy, &2 —my<R-—s amy < Rp
14 a
Fie zy,z,,7z3 € C afixele varfurilor A,B,C , intr-un sistem de axe de
coordonate cu originea in centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Atunci:
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Zy + Z3
2

= |22(21 — 22) + 23(22 — 23) + 21(25 — z1)| <

2amg = 2|zy — z3| |z — =1(z; —23) (221 — z; — z3)| =

< |zllzy — z3| + |z3llz, — 23] + |z11|2z3 — z:| = R(a+ b + ¢) = 2Rp = am,

<Rp .
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